
Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå 2 � ÏÐÅÄÐÎÊ � 27. 5. 2022.

Óíèâåðçèòåò ó Áåîãðàäó � Åëåêòðîòåõíè÷êè ôàêóëòåò

Èìå è ïðåçèìå: Áðîj èíäåêñà:

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. Ñóìà

Èñïèò òðàjå 90 ìèíóòà. Ñâàêè çàäàòàê âðåäè 10 áîäîâà.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫
3x

1− 9x
d x.

2. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå êîjó çàêëàïàjó ïðàâå y = 5x−5, y = −5x−5 è ïîëóêðóæíèöà
x2 + y2 = 1, y ≥ 0.
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3. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ïàðàìåòðà a ∈ R ðåøèòè äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó y′′+ay′ = ex.

4. Èñïèòàòè äà ëè ñó òà÷íå jåäíàêîñòè:

(à)

+∞∑
n=1

(−1)n−1
π2n−1

(2n− 1)!
= 0; (á)

+∞∑
n=3

(−1)n

n!
=

1

e
+

1

2
; (â) 1− ln 2 =

+∞∑
n=2

(−1)n

n
.

Äåòà§íî îáðàçëîæèòè îäãîâîðå.
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5. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ïàðàìåòðà p ∈ R îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =


1 1− p p
p −1 1
1 0 −1
0 1 −p− 1

 .

6. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ïàðàìåòðà b ∈ R îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

B =


2 b(b+ 1) 0 b
0 2 0 b+ 1
0 0 1 b(b+ 2)
0 0 0 1

 .
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7. Äàòå ñó ïðàâå p :
x− 2

1
=
y − 1

−1
=
z

2
è q :

x

1
=
y − 3

−1
=
z − 5

−1
.

(a) Îäðåäèòè òà÷êó M êîjà jå ïðåñåê ïðàâèõ p è q.

(á) Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ðàâíè α ó êîjîj ëåæå ïðàâå p è q.
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� Ðåøå»à �

1. Èíòåãðàë

∫
3x

1− 9x
dx ðåøàâàìî ñìåíîì t = 3x, d t = 3x ln 3 dx. Äîáèjàìî

∫
3x

1− 9x
dx =

− 1

ln 3

∫
d t

t2 − 1
. Äà§å èìàìî äà jå

∫
d t

t2 − 1
=

1

2

∫
t+ 1− (t− 1)

t2 − 1
d t =

1

2

(∫
d t

t− 1
−
∫

d t

t+ 1

)
=

1

2
(ln |t− 1|+ ln |t+ 1|) +C =

1

2
ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+C. Ïðåìà òîìå,

∫
3x

1− 9x
dx =

1

2 ln 3
ln

∣∣∣∣3x + 1

3x − 1

∣∣∣∣+C.

2. Âåëè÷èíà ïîâðøèíå êîjó çàêëàïàjó ïðàâå y = 5x − 5, y = −5x − 5 è ïîëóêðóæíèöà

x2 + y2 = 1, y ≥ 0 jåäíàêà jå P =

∫ 0

−1

(√
1− x2 − (−5x− 5)

)
dx+

∫ 1

0

(√
1− x2 − (5x− 5)

)
dx =∫ 1

−1

√
1− x2 dx+

∫ 0

−1
(5x+ 5)dx+

∫ 1

0
(5− 5x)dx =

π

2
+ 5.

I =

∫ 1

−1

√
1− x2 dx =

{
u =
√
1− x2 d v = dx

du = − x√
1−x2 v = x

}

= x
√
1− x2

∣∣∣∣1
−1

+

∫ 1

−1

x2√
1− x2

dx = −
∫ 1

−1

1− x2 − 1√
1− x2

dx

= −
∫ 1

−1

√
1− x2 dx+

∫ 1

−1

dx√
1− x2

= −I + arcsinx

∣∣∣∣1
−1

= π − I I =
π

2∫ 0

−1
(5x+ 5)dx = 5

(
x2

2
+ x

) ∣∣∣∣0
−1

=
5

2∫ 1

0
(5− 5x)dx = 5

(
x− x2

2

) ∣∣∣∣1
0

=
5

2
Äðóãè çíàòíî jåäíîñòàâíèjè íà÷èí äà ñå ðåøè îâàj çàäàòàê jåñòå äà ñå ïðèìåòè äà ñå íàøà

ôèãóðà ñàñòîjè îä ïîëà êðóãà ïîëóïðå÷íèêà 1 è äâà ïðàâîóãëà òðîóãëà ÷èjå ñó êàòåòå äóæèíà

1 è 5. Äàòà âåëè÷èíà ïîâðøèíå jåäíàêà jå P = 1
21

2π + 21·5
2 = π

2 + 5.

3. Ðàçìîòðèìî ïðâî ïðèäðóæåíó õîìîãåíó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó y′′ + ay′ = 0. Îäãîâàðà-
jó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà ãëàñè λ2 + aλ = 0. �åíè êîðåíè ñó λ1 = 0 è λ1 = −a. Óêîëèêî
jå a 6= 0 êîðåíè ñó ðàçëè÷èòè, ïà jå îïøòå ðåøå»å õîìîãåíå ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà-

÷èíå yh = C1 + C2e
−ax. Çà a = 0 èìàìî äà jå λ1 = λ2 = 0 äâîñòðóêè êîðåí êàðàêòåðèñòè÷íå

jåäíà÷èíå, øòî íàì äàjå îïøòå ðåøå»å õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå yh = C1 + C2 x.
Ñàäà £åìî äà ðàçìîòðèìî íåõîìîãåíó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó y′′ + ay′ = ex. Ðàçìàòðàìî
ïîä êîjèì óñëîâèìà jå µ = 1 êîðåí êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå. Çà a = −1 èìàìî äà jå µ = 1
êîðåí êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå è ó òîì ñëó÷àjó ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å íåõîìîãåíå jåäíà÷èíå

òðàæèìî ó îáëèêó y = Axex. Èìàìî äà jå y′ = A(1 + x)ex è y′′ = A(2 + x)ex. Ïðåìà òîìå,

A(2 + x)ex − A(1 + x)ex = ex, îäíîñíî A = 1 è yp = xex. Àêî jå a 6= −1 ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å

jå îáëèêà yp = Bex. Êàêî jå y′′ = y′ = Bex, äîáèjàìî Bex + aBex = ex, òj. B = 1
1+a è yp =

ex

1+a .

Çàê§ó÷ójåìî äà jå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äàòî ñà

y = yh + yp =


C1 + C2 x+ ex, a = 0;

C1 + C2e
x + xex, a = −1;

C1 + C2e
−ax + ex

1+a , a ∈ R \ {0,−1}.
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4.

(à) Êàêî jå sinx =

+∞∑
n=1

(−1)n−1
x2n−1

(2n− 1)!
çà ñâàêî x ∈ R, ñëåäè äà jå

+∞∑
n=1

(−1)n−1
π2n−1

(2n− 1)!
=

sinπ = 0, òå jå íàâåäåíà jåäíàêîñò òà÷íà.

(á) Êàêî jå ex =

+∞∑
n=0

xn

n!
çà ñâàêî x ∈ R, ñëåäè äà jå

1

e
= e−1 =

+∞∑
n=0

(−1)n

n!
= 1− 1 +

1

2!
−

1

3!
+

1

4!
− · · · =

1

2
−

1

3!
+

1

4!
− . . . ,

îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå
1

e
−

1

2
=

+∞∑
n=3

(−1)n

n!
. Äàêëå, íàâåäåíà jåäíàêîñò íèjå òà÷íà.

(â) Êàêî âàæè äà jå ln (1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
çà x ∈ (−1, 1], ñëåäè äà jå ln 2 = ln (1 + 1) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1 −

1

2
+

1

3
−

1

4
+ . . . . Îäàòëå jå 1 − ln 2 = 1 −

(
1−

1

2
+

1

3
−

1

4
+ . . .

)
=

1

2
−

1

3
+

1

4
− · · · =

+∞∑
n=2

(−1)n

n
òå jå íàâåäåíà jåäíàêîñò òà÷íà.

Äàêëå, òà÷íå ñó jåäíàêîñòè ïîä (à) è (â).

5. Çàìåíèìî ìåñòà ïðâîj è òðå£îj âðñòè ìàòðèöå A, à ïîòîì ïðâó âðñòó ïîìíîæåíó ñà −p
äîäàjìî äðóãîj âðñòè è ïðâó âðñòó îäóçìèìî îä òðå£å âðñòå. Äîáèjàìî

A =


1 1− p p
p −1 1
1 0 −1
0 1 −p− 1

 ∼=


1 0 −1
p −1 1
1 1− p p
0 1 −p− 1

 ∼=


1 0 −1
0 −1 1 + p
0 1− p p+ 1
0 1 −p− 1

 .
Çàòèì äðóãó âðñòó îäóçìèìî îä òðå£å âðñòå è äðóãó âðñòó äîäàjìî ÷åòâðòîj âðñòè. Ïîòîì

çàìåíèìî ìåñòà äðóãîj è òðå£îj êîëîíè. Ñëåäè

A ∼=


1 0 1
0 −1 1 + p
0 2− p 0
0 0 0

 ∼=


1 1 0
0 1 + p −1
0 0 2− p
0 0 0

 .
Çàê§ó÷ójåìî äà jå rangA = 3 çà p ∈ R \ {−1, 2}, èíà÷å jå rangA = 2.

6. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê jå ϕB(λ) = det(B − λI4) = (λ − 2)2(λ − 1)2.
Êàêî ìèíèìàëíè è êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîìè èìàjó èñòå ôàêòîðå, êîíêóðåíòè çà ìèíèìàëíè

ïîëèíîì ñó µ1(λ) = (λ−2)(λ−1), µ2(λ) = (λ−2)2(λ−1), µ3(λ) = (λ−2)(λ−1)2 è µ4(λ) = ϕA(λ).
Ïî äåôèíèöèjè, ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå B jå ìîíè÷íè ïîëèíîì íàjíèæåã ñòåïåíà êîjè

ìàòðèöà B àíóëèðà. Èìàìî äà jå

(B − 2I4)(B − I4) =
0 b(b+ 1) 0 b
0 0 0 b+ 1
0 0 −1 b(b+ 2)
0 0 0 −1

 ·


1 b(b+ 1) 0 b
0 1 0 b+ 1
0 0 0 b(b+ 2)
0 0 0 0

 =


0 b(b+ 1) 0 b(b+ 1)2

0 0 0 0
0 0 0 −b(b+ 2)
0 0 0 0

 .
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Àêî jå b = 0 èìàìî äà jå µ1(λ) = (λ− 2)(λ− 1) ìèíèìàëíè ïîëèíîì. Äà§å âàæè äà jå

(B − 2I4)
2(B − I4) =

0 b(b+ 1) 0 b
0 0 0 b+ 1
0 0 −1 b(b+ 2)
0 0 0 −1

 ·


0 b(b+ 1) 0 b(b+ 1)2

0 0 0 0
0 0 0 −b(b+ 2)
0 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 b(b+ 2)
0 0 0 0

 .
Îäàêëå çàê§ó÷ójåìî, àêî jå b = −2 âàæè äà jå µ2(λ) = (λ − 2)2(λ − 1) ìèíèìàëíè ïîëèíîì. È

íà êðàjó

(B − 2I4)(B − I4)2 =
0 b(b+ 1) 0 b(b+ 1)2

0 0 0 0
0 0 0 −b(b+ 2)
0 0 0 0

 ·


1 b(b+ 1) 0 b
0 1 0 b+ 1
0 0 0 b(b+ 2)
0 0 0 0

 =


0 b(b+ 1) 0 b(b+ 1)2

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
Ïðåìà òîìå, çà b = −1 ìèíèìàëíè ïîëèíîì jå µ3(λ) = (λ − 2)(λ − 1)2. Óêîëèêî jå

b ∈ R \ {0,−1,−2} ìèíèìàëíè ïîëèíîì jå jåäíàê êàðàêòåðèñòè÷íîì.

7. Ïàðàìåòàðñêè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå p jå

x = t+ 2, y = −t+ 1, z = 2t, t ∈ R,

äîê jå ïàðàìåòàðñêè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå q jåäíàê

x = s, y = −s+ 3, z = −s+ 5, s ∈ R.

(a) Êàêî òà÷êà M ïðèïàäà è ïðàâîj p è ïðàâîj q, »åíå êîîðäèíàòå ìîðàjó äà çàäîâî§àâàjó

jåäíà÷èíå îáå ïðàâå. Ñëåäè

t+ 2 = s

−t+ 1 = −s+ 3

2t = −s+ 5

,

îäàêëå äîáèjàìî t = 1 è s = 3. Çàìåíîì t = 1 ó ïàðàìåòàðñêó jåäíà÷èíó ïðàâå p äîáèjàìî
äà jå M (3, 0, 2).

(á) Êàêî ïðàâå p è q ëåæå ó ðàâíè α, âåêòîð íîðìàëå òå ðàâíè jå êîëèíåàðàí ñà âåêòîðîì
−→vp ×−→vq . Âåêòîð −→vp ×−→vq íàëàçèìî êàî

−→vp ×−→vq =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 −1 2
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (3, 3, 0) .

Äàêëå, âåêòîð íîðìàëå ðàâíè α jå −→nα = (1, 1, 0), òà÷êà M (3, 0, 2) ïðèïàäà ðàâíè α, îäàêëå
ñëåäè äà jå jåäíà÷èíà ðàâíè α óïðàâî x+ y − 3 = 0.
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